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PREFATA

Imi place sa reafirm, ori de céte ori am ocazia, cd Gazeta Matematica este un x)

monument al culturii romanesti. Nu numai pentru cé apare neintrerupt din 1895 si nici
macar razboaiele mondiale nu i-au oprit prezenta in viata elevilor, dar o plef

intreagd de intelectuali romani, nu neaparat deveniti matematicieni, s& ut
ucenicia mintii cu problemele Gazetei. &
In anii 1920, succesul national al revistei a ficut ca diriguitorii ei s®pydecizia de a

infiinta un supliment cu exercitii accesibil elevilor cu drag d¢ fatematica. Asa au
aparut primele liste de rezolvitori, fapt care continua si azi.

In 2008, inspirandu-ne din ideea inaintasilor, am Q@at Suplimentul Gazetei

Matematice. El s-a vrut un accesoriu pentru elgvii c rformante peste medie si

nu neapirat olimpici. In plus, nu am preti s@ problemele sd fie originale;

importanta in Supliment este informatia m

ea a fost excelentd. Cele noud volume,

Iata ca acum, dupa 10 ani, realizérd?
cu problemele din Supliment de evilor din clasele IV-XII, dovedesc acest

lucru. Sunt convins ca V?I ucces §i vor fi utile In educatia matematica

romaneasca. Personal am gn nat sentiment de multumire cand aud ca problemele
din Supliment sunt fi yutile si creeaza minti ascutite.

% Prof. univ. dr. Radu Gologan

Presedintele Societatii de Stiinte Matematice din Romdnia



ALGEBRA

Capitolul |
MULTIMI SI DIVIZIBILITATE

\)

1. Aflati numerele naturale » si m care verificd simultan conditiile: v
)n=5"-11% (i)ym=2"-11% é
(iii) n are 15 divizori naturali; (iv) m are 12 divizori naturali. @

Neculai Stanciu, Berca, Buz?:l{ 712)

2. Fie numerele prime n, n + 1 §i n + 11. Aratati cad numarul:

a=n”+(n+l)n+]+(n+11)n v *

este divizibil cu 100.

Doina Stoica $i Mircea Mario rad (S:E08.74)

3. Aflati c.m.m.d.c. al numerelor 4=1-2-3-...-100 si B=

Gheorghe Cazanel, anesti, Bacau (S:E08.78)
4. Aflati numerele naturale nenule a céror diferenta es cu catul lor.

5. Se di numarul 4 = 4%°2 . 547 4 780,

a) Precizati primele cinci cifre ale lui 4 siuggiméle cinci cifre ale lui 4.
b) Aratati cd numarul 4 este divizibil ¢ ;0 4;5;9; 10.
¢) Aratati cd numarul 4 nu este patra ct.

loana city si Gheorghe Crdciun, Ploiesti (S:E08.111)
6. Daca a, b, ¢ sunt trei numer ale astfel incat 1la+6b=>5c, ardtati ca 110
c:éai

divide numarul (a+b)(b+

Vasile Coman, Vilenii de Munte (S:E08.112)
4n+ 3)(7n + 1). Aratati ca:

a) 4 se divide c@n are ar fi » numar natural;
b) exista n ) ural astfel incat 4 se divide cu 24.

Maria Borovina, Ploiesti (S:E08.113)
8. Si se reW ecuatia n+[n,8]=36, unde neN si [n,8] este c.m.m.m.c. al nume-

relor S8
Catalin Ndchila, Ploiesti (S:E08.122)
n Produsul 1-2-3-...-2007-2008 se elimina toate numerele pare si acelea care au

a cifrd 5. Determinati ultima cifra a produsului numerelor ramase.

v *4% (§:E08.158)
‘ ) ¥ 10. Sa se arate cd: 2008|2009 + 2009 +...+2009°"".
Cristian Moanta, Craiova (S:E08.169)

11. Aritati cd numarul 4=1973-1968"" +1975-1970"" -2 este divizibil cu 1969.
Vasile Sabou, Baia Mare (S:E09.12)

7. Se da numarul 4=
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12. Fie x, x», X3, X4, X5 cinci numere naturale distincte intre ele, care verifica egalitatea:
(2009 — x1)(2009 — x2)(x3 — 2009)(x4 — 2009)(xs — 2009) = 2009.
Aridtati ¢ (x; + xp + X3 + x4 + x5) * 41%
Vasile lenutas, Baia Mare (S:E09.19)

13. Fie a > b astfel incat %, %, a, b sunt numere prime. Definim:

R [ — 1, \)
m—g(Z-ab+3-ba+l),n—Z(3-ab+2-ba—l),p—E(m +n ) v
a) Aratati cd p nu este numar prim. é

b) Determinati x din ecuatia P 3 =ba.
x —
Gizela Pascale, Térgovi@(@.SS)
— *

14. Determinati numerele de forma xxxyyy divizibile cu 2009. ?
t

Daniel Cojocaru, Slatfna, (S:E09.213)
15. Aflati cel mai mic numar N =5" 13" +5".13*" n séwzibil cu 250.

Neculai Stanci ca, Buzau (S:E09.217)

16. Pentru a,b€Z notam A = 9a + 13b si B = 8a + : tati ca 4 se divide cu 5
dacd si numai daca B se divide cu 5. 9

Vasile Tarci dobesti, Vrancea (S:E09.222)

17. Fie p un numar prim. Aflati toate nume@ rale care au p divizori numere

naturale.
Viorel Botea, Braila (S:E10.11)

18. Determinati numerele naturale netiule@ 51 b, stiind ca suma lor este 150 si:
[, D9gA = (a, b) + b.
Am notat [a, b] cel mai rni(‘rm comun al numerelor a si b §i (a, ) cel mai mare

divizor comun al numerelor W
Lucian Neagu, Alexandria (S:E10.48)

19. Numerele a si b a 005 divizori naturali. Este posibil ca produsul lor sa aiba
exact 2010 divizori

Catalin Budeanu, lasi (S:E10.87)
20. Fie numarul 2009 - 2009% - ... - 2009", n I\ Determinati n, astfel incat 4 sa

aiba exact %e divizori.
Q) Mihai Craciun, Pagcani (S:E10.88)

Zl@datemul‘gimileflz{x|x=3k—2,ke N}, B={x|x=503+4/ e N}, C=
%x=4m+3,m eN},D={x|x=3n+499,n € N}, aritaticid " B=CnD.

VV Delia loana Andrei, eleva, Tasi (S:E10.90)
22. Determinati numerele de forma abc care verificd relatia:
Eza-Eer-aJrc-%,

unde a, b, ¢ sunt cifre nenule in baza zece.
Dragomir Costea, Gherla (S:E10.125)
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23. a) Aratati ca numirul 8’ + 27" + 1257 + 2010 este divizibil cu 7.
b) Determinati toate numerele naturale 7, pentru care numarul 4 = 2008" +2010" +
+2012" se divide cu 2010.
lonel Tudor, Calugareni si Dumitru Vieru, Dorohoi, Botosani (S:E10.138)
24. Suma a 17 numere naturale nenule si distincte este 154. Aratati ca produsul lor este
divizibil cu 3°.
Luca Tuta, Buzau (S:E10.209)
25. Aflati numarul 4 = 300" — 105" — 286", unde n € N, este divizibil cu 91.
Marin Chirciu, Pitesti (S:E10,
26. Gasiti numerele ab, astfel incat ab +ba + a + b sa fie cub perfect.

Nicolae Ivaschescu, Craiova (8
27. Numarul natural 4, impartit la 48, da restul 41 si impartit la 50 da r&.
numarul 4, stiind ca suma celor doua caturi este 81. ? o
lon Nea,td,@ (S:E10.251)
28. Suma a doud numere naturale este 140, iar cel mai mic muyl mun al lor este
168. Aflati cele doud numere.

Vasile Chioreanu, @@Satu Mare (S:E10.252)

29. Determinati numerele abc, stiind ca cel mai m zor comun al numerelor

abc si cha este 36. <
Roman@%i Toan Ghifd, Blaj (S:E10.253)

30. Si se arate cd numerele a = 2°°'% + 3%°'¢ 20104 32010 4 42010 1y sunt patrate
perfecte.

ca si Viorel Dinca, Giurgiu (S:E10.256)

Gabrie
ifte mai mici decat 4. Demonstrati ca:

31. Fie numarul abcd 1n baza zec

a+b+c+ddivide numéru~l d i numai daca divide numarul:
(a+b tvc+d)c+d+a)d+a+b).
Virginia Tica-Diaconu (S:E10.286)

32. Fie a, b numere na enule. Aratati cd daca 3a + 2b se divide cu 67, atunci nu-
marul x = 6" - 192 a+8"-1950 - 3" - b se divide cu 2010, pentru orice n numar
natural.

Virginia Tica-Diaconu (S:E10.289)
33. Detenﬂwcel mai mic numadr natural n care se divide cu 28, are suma cifrelor 28
si are

doua cifre 28.
* % % (IX.2/Aprilie 2011)
sideram toate numerele de trei cifre distincte care se pot forma cu cifrele 1, 2,
, 6. Pentru fiecare numar format, considerdm toate diferentele posibile a cate
a din cifrele sale. Aratati cd produsul tuturor acestor diferente, pentru toate

; !numerele formate, este un patrat perfect.
* % *(S:E11.158)

35. Fie p, g doua numere prime consecutive pentru care avem 2 - p+3 -g=5-n, cu

n € N. Aritati ca n este numar compus.
* % * (X.6/Februarie 2012)

Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasaa Vl-a| 9



36. Demonstrati ci ecuatia @® + b° + ¢’ = d° are o infinitate de solutii in multimea
numerelor naturale.
* %% (IX.2/Martie 2012)
37. Aflati numerele p, stiind ca p, p + 4, p + 20 sunt numere prime.
Septimiu Voiculet, Crevenicu, Teleorman (S:E12.395)

. . . a b
38. Fie numerele a, b, c numere naturale nenule astfel incat Z =—. x)
c

a) Aritati ca numarul p = (@*°" + b*'3)(b°'* + *°'?) este pitrat perfect. v
b) Dacd b = 10, aflati suma ultimelor 2012 cifre ale lui p. %
Tudor Cristea, Alexandria (S:E@
39. Sa se afle restul impartirii numarului natural: X

A=On+6n+1)""*" +27> + 181+ 101a B=9n" + 6n + 1, und{%'

Viorel Tudoran si Alfred Eckstein, A 12.517)
40. Fie a = 2011™ + 2013" + 2014, m, n € N'. Determinati restul fmpdrbirii numarului

ala2012.
Nelu Do bel, Arad (S:E12.519)
41. Fie n si p numere naturale nenule, p prim, astfel in% 5 =n!, unde:
nl=1-2-3....-n.

Determinati # si p. <
'h%'ﬁjdezuc, Baia Mare (S:E12.565)
‘:iigp

42. Cercetati daca existd 9 numere natural , diferite doud cate doua, a caror
suma sa fie 125. é

* % % (S:E12.591)
43. Aratati ca numarul 13" + 43% egt@ diXjzibil cu 14.

** % (S:E12.592)

44. Aflati numarul natural @a resturile Tmpartirii numerelor 122, 192 si 285
la a sunt numere consecutive)

v ** % (S:E12.594)

45. Aratati ca, oricum I¢ge 7 numere naturale patrate perfecte, exista doud a caror

diferenta se divide @
** % (S:E12.595)

46. Aflati num%faturale a, b, c, stiind ca suma lor este 255 sicia—14,b—4,c+9
sunt numeng,consecutive, din care ¢ + 9 este cel mai mic.
% * % % (S:£12.597)

10" —55 . «
47(&51%&5 numarul p = este natural, pentru orice numar natural n > 2.

45

** * (S:E12.598)
- Aflati numerele naturale m si n, stiind ca 3 - n! +28 =m’, unden!=1-2-3 - ... - n.
Catalina Oprea, Buzau (S:E12.618)
49. Determinati numerele naturale prime a, b, c, astfel incat:
2bc 100
P +c* 17
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare (S:E13.27)

a+

10 ITeme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Vl-a



50. Aritati ci numirul 4 = n° + 2n — 1 nu se divide cu 3, oricare ar fi numirul intreg n.
Constantin Apostol, Ramnicu Sarat (S:E13.31)

51. Aratati ca numarul 2" + 3" nu este patrat perfect, oricare ar fin € N.

* % * (S:L13.87)
21" +23" =2 4 2m1 .32

52. Aratati cd numarul 4= 33 este numar natural pentru orice x)

n numar natural nenul. v
Maria Petrescu, Bucuresti (S:El&é

53. Fie numerele intregi a, b, c astfel incat 20a — 7c = 15b. Aritati cd (a + b) t

divizibil cu 35.

Maria Petrescu, Bucures@ .106)
54. Fie numarul N=2n" ~3n-2,n e N

()
a) Descompuneti N in produs de doi factori. Qv
b) Aflati n € N, stiind ci N este numar prim. Q
Valentin P, curesti (S:E13.109)
55. Sa se gaseasca suma tuturor numerelor naturale 1@5% egale cu 2013 care
nu se divid cu suma divizorilor proprii si primi aiJJi 20
Cristina Vijdeluc si Mi%vijdeluc, Baia Mare (S:E13.178)
56. Aflati numerele prime ab, stiindcaa - b sib :
Cristina Vijdelug si
57. Determinati p numar natural pentrigca
simultan prime.

unt numere prime.
ai Vijdeluc, Baia Mare (S:E13.180)
ap+29p+49p+8$1p+ 16 sunt

ar natural care are acelasi numar de divizori ca

§) Gheorghe Bumbdcea, Busteni (S:E13.291)
58. Sa se gaseasca cel mai&n@

615.
Mariana Fleancu, Campulung Muscel (S:E13.332)
59. Determinati toa rele naturale » astfel incat numarul HZJF% sa fie prim.

% eculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti (S:E13.336)
60. Demonstrati ¢a numarul 4=3-5""" 42" este divizibil cu 17, oricare ar fi n
numar tllﬁ%

Ion Pirge, Campulung Muscel (S:E13.345)
61 considera numerele a; =4, a; =3a, +4, a3 =3a, + 42, ceey 2013 = 3a2012 + 47012,

@ alculati ayo3.
.27 -1
Q?v b) Arataf ¢ (@ + ay ..+ awi) S

Carmen Botea si Viorel Botea, Braila (S:E14.13)

62. Determinati numerele naturale de forma abc, stiind ca (ab+bc+ca)iabe .
Daniela Stanica si Nicolae Stanica, Briila (S:E14.14)

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasaa Vl-a | 11



63. Fie multimile 4, = {1}, 4, = {1, 3}, 45={1, 3, 6}, 4,={1, 3,6, 10}, 4s= {1, 3, 6,
10, 15}, ...
a) Calculati A \ 419.
b) Verificati daca exista n» numar natural astfel incat 2013 € 4,.
c¢) Aflati numaérul elementelor divizibile cu 7 din Az3.
Daniela Covaci, Braila (S:E14.15)
64. Aflati valoarea maxima a numarului natural #, stiind ca 4" divide produsul: x)
p=504-505-506-...-2012 -2013. v
Artur Balauca, Botosani (S:E

65. Aratati ca:

1-22+1-2-3%4+1-2-3-4+...41-2-3-...-99°=1-2-3. ...

Nazely Boicescu, Braifa

66. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢, d, e, n, stiind ca:
243 .30 57 11°=1-2-3- ... - n.

Mihaela Ba

67. Demonstrati ca numerele 341 s 33" 410 sunt priateg
esc
6

raila (S:E14.18)
ele.
Naz u, Bréila (S:E14.19)
68. Sa se determine valoarea de adevar a propozigei:
2013 :

12013 4 92013 | g2013
‘ ,ganiela Covaci, Briila (S:E14.20)

20097 +a g L ,
69. Aratati cd numarul — nu Fﬁa patratul unui numar rational, oricare ar

fi numarul intreg a.
Negulescu, Braila (S:E14.40, enunt modificat)

70. Gasiti numerele naturald %ﬁfel incat ab =a’ + b’

Nicolae Ivaschescu, Craiova (S:E14.53)

71. Se considerd numa 2013 4 32013 4 42013

a) Aflati restul i@@l i luin la 5.

b) Aratati ca
%‘udor, Calugareni si Viorica Dogaru, Oinacu, Giurgiu (S:E14.77)
72. Fie nur?,e a, b, ¢ € N astfel incat a* + b* + ¢* = 2432 si (a, b, ¢) = 8. Calculati
medj, ica a numerelor a, b, c.
Concursul ,,Micul matematician”, Negresti-Oas (S:E14.91)
icn e N sinumerele a =4"% .5 +2,pb=2".25""_1,¢=2-4"2.5"+1,
=23 . 5% _ ). Aratati ca:
a) numerele a, b, ¢, d nu sunt prime;
b) a + b + ¢ + d este patrat perfect.
Concursul ,,Micul matematician”, Negresti-Oas (S:E14.92)

74. Aritati ci numirul 4 = 2n° + n + 6 se divide cu 3, oricare ar fi n numr intreg.
Luca Tuta, Buzau (S:E14.117)

12 ITeme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Vl-a



75. Arétati ca orice numar natural cu 2007 divizori este patrat perfect.
Romanta Ghita si loan Ghita, Blaj (S:E14.131)

76. Pentru cate numere abc existd un numar E , astfel incat sé fie indeplinite simul-
tan conditiile:

1) abc + @ este patrat perfect;

i) a+d=n, b+e=n+1, c+ f=n+2.

Romanta Ghifa si loan Ghitd, Blaj (S:E14.13%) VV

77. Fie x,y,z numere intregi care verifica relatia z> = x* + y*. Aratati ca 4
y { y {

4)y.
Vasile Scurtu, Bistrig%@.MS)

78. Si se arate ca numarul 3> +10 este divizibil cu 13. A

* ?’(S:Em.m)
. n’ +6n’ +5n .
79. Aréatati ca numarul EEEr— este natural, oricare ar ﬁ@ rul natural.

* % % (S:E14.184)

80. Sa se determine numerele naturale nenule a si b as!®; E(a,b)=a*-2%2+9b

sa se divida cu 7, oricare ar fi £ >1, numar naturad
VV %% % (S:E14.199)

81. Pentru n € N" notam cu P, produsu!;:ico}ilor naturali ai numarului n. S3 se

determine # cu proprietatea ci P, =6""
2 ** % (S:E14.212)

82. Determinati numerele de fo %?scrise in sistemul zecimal pentru care:
rﬁﬁ

cya+b+c=p’, peN.

* % * (S:£14.218)

ntru care numarul N =2014x11 sa se divida cu 17.

* * *(8:E14.220)
84. Demonstr: intre 2025 de numere naturale distincte existd 729 de numere a
caror suma este a¥rizibila cu 9.

83. Sa se determine ci

Carmen Botea si Viorel Botea, Braila (S:E14.224)

85. @; daca 2" +2" este numar prim, atunci:
({ (m,n)€{(0,0),(2",0).(0,2) | ke N}.
** *(S:E14.233)

. Se considerd multimea 4 = {p | p numar prim si p*> + 2 numar prim}. Céte elemen-
te are multimea 4?
Ovidiu Bobb, Copalnic-Manastur, Maramures (S:E15.14)
87. Si se arate cd dacd p este numir prim si p* + p + 13 este patrat perfect, atunci
numirul p’ + p + 13 este numar prim.
Georgeta Burtea, Alexandria (S:E15.94)

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasaa Vl-a | 13



88. Se considerd numarul @, = 1877...77889, cu n numar natural, si ¢, catul impartirii

numarului a, la 13.
a) Sa se arate ca a, se divide cu 13 pentru oricare .
b) Sa se determine n pentru care s(a,) = 2s(c,), unde s(m) reprezinta suma cifrelor

numarului m
Marius Burtea, Alexandria (S:E15.107) x)

89. Un numar natural n este puternic daca are proprietatea: dacd un numar prim v
.. c D g . o e . ..
divide n, atunci p° divide n. Gasiti numerele puternice de trei cifre care au exact

divizori.

George-Florin Serban, Braila (S+ 2)
90. Determinati numerele de forma abab care au exact sase divizori na \
George Florin Serban, Br@ S:F15.133)
91. Fie numerele naturale nenule a, b, ¢, d, e astfel incét:
(a +b)a + o)a + d)(a + e)=5005.
Aratati ca numerele a, b, c, d, e nu pot fi toate numere prime.
Daniel Sitaru, Drobet u Severin (S:E15.134)

92. Determinati numerele naturale a < b < ¢, stiind ca =3sila, b, c]=
(Am notat (x, y) cel mai mare divizor comun al pumere®r x si y si [x, y] cel mai mic
multiplu comun al numerelor x si y.)

asile Scurtu, Bistrita (S:E15.137)
a, b, ¢ sunt numere naturale nenule.
e B.

Vasile Scurtu, Bistrita (S:E15.138)
94. Pe o tabla sunt scrise numerelén e dela 1 pana la 50. La pasul 1 se sterg doua
numere si se inlocuiesc cu r@minus 2. La pasul 2 se sterg doud numere si se
inlocuiesc cu suma lor marl La pasul 3 se sterg doud numere si se inlocuiesc cu
suma lor minus 2. La pas erg doud numere si se inlocuiesc cu suma lor marita

cu 1. Se continua in 1 fel pana la pasul 48 cand pe tabla raméan doud numere.
Aflati suma celor d \

93.FieA=2a+3b+4csiB=T7a+8b+
Aratati cd 5 divide 4 daca si numai dacé$ i

Concursul ,Laurentiu Panaitopol”, Giurgiu, 2015 (S:E15.171)
95. Aflati sumaSgelor mai mici 32 de numere naturale a care impartite la numarul
natural n >w restul egal cu 1, iar impartite la n* dau restul egal cun — 1.
Iulian Bunu, Baia Mare (S:E15.212)
96& vca numarul a = 30 + 2°°" se divide cu 62.
Mihai Vijdeluc i Vasile lenutas, Baia Mare (S:E15.213)
ate numere prime de trei cifre se transforma in cuburi perfecte daca schimbam
dinea cifrelor lor?
Vasile lenutag, Baia Mare (S:E15.216)
98. Fie numarul 4 = 155155155...155 . Aratati ca A4 este divizibil cu 2015.

2016 cifre

Vasile lenutas $1 Mihai Vijdeluc, Baia Mare (S:E15.218)
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99. Aflati valorile lui n, numar natural nenul, pentru care numerele 2015" si 2015" au
ultimele patru cifre identice.
George Florin Serban, Braila (S:E15.253)
100. Fie multimile nevide 4 si B cu proprietitile A "B=JsidA U B={1,2,3, ...,2014}.
a) Sa se arate ca suma dintre numerele pare din 4 si numerele impare din B nu este
egala cu suma dintre numerele pare din B si numerele impare din 4.
b) Dacéd A contine cel putin 1008 elemente, atunci contine cel putin doud numere
consecutive.
Carmen Botea si Viorel Botea, Briila (S:E1
101. Aratati ca dacd a, b, ¢, d, e sunt numere naturale prime diferite, atunci:
abced + bede + cdea + deab + eabe + 1693 < 2abcde. &
5.293)

Aurel Dobosani Lu S:E15.294)
103. Aflati numerele prime a, b, ¢ care verifica simultan relatijle:
c—ab=15sic—a*=49.
Eugen , Calarasi (S:E15.337)
104. Fie A = 3a + 5b si B =2a + 3b, unde a si b sun ¢ naturale nenule. Aratati
ca (4, B) = (a, b). Am notat (x, y) cel mai mare dﬁsﬁ:o un al numerelor x si y.

Aurel Dobosan, Lugo A
102. Aflati cel mai mare numar natural »n pentru care 7" divide 1 - 2 - }2015.
n‘ 89 (

ile Scurtu, Bistrita (S:E15.338)
105. Arétati ca 239‘XFACTOR dacd sinu Qpﬁ

239| RX .
’@ ** *(S:E16.12)
106. O multime de numere na% cu cel putin doua elemente, o numim ideala
sau b|a.

daca pentru orice a,be 4 a b
a) Construiti o multim{§desla cu 3 elemente.

b) Aritati ca daca p <B\este un numar prim, atunci multimea divizorilor numarului

p" este ideala, pentt @
¢) Determinéy Itime ideala cu 8 elemente stiind ca suma elementelor sale este 255.

*
eneN.

* % * (S:E16.14)
107. %&fﬁcﬁ numarul a=(2n+1)(3n+2) nu este patrat perfect, oricare ar fi n
nu ral

* % * (S:E16.54)
%Determina;i numarul prim x stiind ca a, b sunt numere naturale pentru care:
x+a'+b'=a+b+219.

C}’ * % * ($:E16.56)

109. Aratati cd pentru orice numar natural de trei cifre abc existd un numdr xyzt

astfel Incat cel mai mare divizor comun al numerelor xyztabe si abexyzt sa fie abe .
* * * (S:E16.58)
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110. Suma a 2016 numere naturale consecutive este un numar divizibil cu 2015.
Aratati ca doud dintre aceste numere sunt divizibile cu 2015.
* % * (S:E16.95)
111. Demonstrati ca numérul:
a= 2n+4 . 3n+5 + 2n+5 . 3n+2 + 6n+3 . 4 ,

unde 7z este un numar natural nenul, se divide cu 2016. x)
** % (S:E16.99)
112. Stabiliti dacd numirul a =10""° —2'* este pitrat perfect. v
*** (S:E1
113. Determinati #» numaér natural pentru care numerele naturale:
n-5n—1,n+3,n+5 n+9sin+11 x
sunt simultan numere prime.
’goys:ﬁm.mm
114. Determinati cel mai mic numar cu 30 cifre, care are suma ci@ si se divide
cu 30.
** % (S:E16.178)
115. Fie xy, x,, ..., x;3 numerele naturale astfel incat 3 <. .<xpsix;txt
+ ... +x;3 = 174. Arétati ca cel putin unul dintre cele re este prim.

J * % * (S:E16.180)

116. Aritati ci numirul 3*°" +10 este divizibi v
%% % (S:E16.181)

117. Aflati numerele naturale nenule a, dca {2,a,b} {7 a’ c}.

eorghe Gherasin, Sighetu Marmatiei (S:E09.11)
118. Se dau multimile 4= % keN 51 B:{y|y:n +n,neN}, in care

elementele sunt ordonate crg.

a) Scrieti primile trei te din cele doud multimi.
b) Verificati daca si 547 € B.

c) Gasiti cel de a termen al lui 4.

d) Aratati c3 a multimi sun disjuncte.

Simona Muscariu, Targoviste (S:E09.46)

119. Deter?}i a, b, c € N daca:
i ,2009} U {a,b} ={2005,2007,2009} ;
i1)%2007,2009} — {b,c} = {2009} ;
%) {a,c} ={2005,2009}.

C ; ) Vasile Tarciniu, Odobesti (S:E09.208)

120. Se considerd multimea M = {x4 |xe {1,2,...,10}}. Determinati numérul minim de

elemente care trebuie alese arbitrar din M, pentru a fi siguri ca existd doua elemente
alese avand diferenta divizibila cu 10.
Cristian Lazar, lasi (S:E11.10)
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GEOMETRIE

Capitolul |
DREAPTA

\)

1. Fie segmentul [4B] de lungime 4B =2009-1004 cm si punctele sale 4,,4,,...,4,, v
(in aceasta ordine), astfel Incat numerele AA4,,4,4,,4,4;,....,4,,,B si 1, 2,3, ..., Zé
se afla in directa proportionalitate. Se cere:

a) lungimea segmentelor [ 44, ] si [44,]; (g&

b) distanta dintre mijloacele segmentelor [AA1010 51 AoB

Gheorghe Sfara Bai e (S:E09.14)
2. Fie segmentul [4B] si punctele M,N e(AB —. Notam cu P
mijlocul segmentului MN. Daca PB = 19 cm, aflati lun segmentelor AB, MA,

MB, NA, NB.

G)zela ale Targoviste (S:E09.60)
3. Se considera punctele coliniare 4, B, C, D (in sta ordine), astfel incat 4B =
=5cm, BC=4 cm si CD = 6 cm. Aflati prgba maa ca, alegand doud puncte din

cele patru, distanta dintre punctele alese sa i/mare ca 8§ cm.
Vasile Serdean, Gherla (S:E10.134)
4. Fie segmentul 4B cu lungimea de 20 - Consideram punctele My, M,, ..., My, €

€ (AB) care Tmpart AB in segme ruente. Aflati lungimea segmentului M3My
si lungimea segmentului AP, un%e e mijlocul segmentului M sMp,.

Mariana Fleancu (S:E10.291)

Q y AB D 201
5. Se dau punctele col@ , C, D in aceasta ordine. $tiind cd ——=—— CD _ 2013

AC BD 2014
calculatl —_—

Nicolae Ivaschescu, Craiova (S:E14.59)
6. Se consi¥agd segmentul 4B. Notdm M mijlocul lui AB, M; mijlocul lui BM, M, mij-
locul kiM%, M5 mijlocul lui M,B, M, mijlocul lui AM;. Se stie cda M\M; = MM, +
+2
a ati lungimea segmentului 4B.
Notam cu M, si M, mijloacele segmentelor [M,M,] si [M,M;]. Arétati cd M, este
locul lui [AM,].
C Concursul ,,Micul matematician”, Negresti-Oas (S:E14.93)
7. Se considera segmentul [4AB] de lungime AB = n, n € N, n > 2, si punctele M,, M,,

., V,,, respectiv mijloacele segmentelor [4B], [AM;] [AM,,,]. Determinati n, stiind ca:
AB+ AM | + AM, + ...+ AM, =35840.

* % % (S; £14.215)
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8. Punctele 4, 4,, 4,, ..., A, apartin, in aceasta ordine, dreptei d. Stiind cd 44, =1 cm,
AA; = 2 cm, AA5 = 4 cm, ..., A4, = 1024 cm, aflati numarul de puncte situate pe
dreapta d.

* * * (S:E14.219)
9. Pe dreapta d se considera punctele Ay, 4, ..., Aso, In aceastd ordine, astfel incat
Ao =1 cm, A1A> =3 cm, AyA3 =5 cm, ..., AwAds) = 99 cm. Fie O mijlocul segmen-
tului [AOA50]

a) Determinati p € N pentru care O € [4,4,:1]. E v

b) Exista doua numere naturale m si n, 0 <m < n < 50 astfel incat punctul O s
mijlocul segmentului [4,,4,,]?

Ovidiu Bobb, Copalnic-Manastur (S
. . A
10. Fie segmentul 4B si punctele C, D, E € (AB) astfel incat BC =—

DE 2 DT
——=—. Aratati ca: ‘ )
AD 3

a) punctul D este mijlocul lui (BE);

b) [4E] = [BC]; Q

¢) (ED) si (AC) au acelasi mijloc.
d) Daca M este mijlocul lui (4B) si EM = 18 8m, aflagi lungimile segmentelor BC,
CD, DE, AE si AB.

Ivaschescu, Canada (S:E15.298)
Ao, A1, A2, ..., A,, ... astfel Incat
AOA1 = 1, A1A2 =2 - A()Al, A2A3 3 A1A2, ceny An—lAn =n 'An,zAn,l, cee o
Punctele interioare segmentelor A WL A4As, ... se coloreaza cu rosu, iar
punctele interioare segmentelor JAzAs, AsAs, ... se coloreaza cu albastru.
Dacé A este un punct situat p a datd, astfel Incat 404 = 2016, precizati daca
acesta este colorat cu rosu s % astru.

11. Pe o dreapta se considera, in ordine, p

Emil Ciolan, Slatina (S:E16.20)

@V’Q.
N
o
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Capitolul 1l
UNGHIURI

1. Fie «4O0B si «BOC unghiuri adiacente suplementare si [OM bisectoarea unghiului
+AOB. Aratati ca perpendiculara in O pe OM este bisectoarea unghiului «BOC. x)
** % (S:E10.54) v

2. Se considera un unghi «40B cu masura de 110°15' si semidreapta (OC in interi

sau, astfel Incat m(«40OB) = 3 - m(x40C(), iar semidreapta (OD este opusa semi i

(OC. Calculati masura unghiului «BOD. B
Mariana FleanCA(SO .294)

3. Fie AB si CD doua drepte concurente in O. Construim [OP bisectoagea C, [OoT

bisectoarea «POB si [OR bisectoarea «70D. Dacd m(«POR) = oa,%‘gi madsurile

unghiurilor «40C si «40D. @

Nicolae Stdmga,)Braila (S:E12.554)

4. Se dau unghiurile «40B, «BOC, «COD, «DOA, unghi jurul unui punct cu in-

terioarele disjuncte, astfel incat m(«4OB) = a - m(«B +DOC) = b - m(xBOCQ),
m(«DOA) = ¢ - m(¥x4O0B). Numerele a, b, ¢ verifitd relatiile: a - b =0,3; b - ¢ = 0,(3);
c-a=04. %

a) Determinati masurile unghiurilor «40 ,@9 , «COD, +DOA.

b) Determinati masura unghiului dintre %‘[oarea unghiului «40D si semidreapta
opusa lui [OB. ?

Dani inca $i Adriana Mihaila, Braila (S:E12.559)

5. Se considera 359 de unghiuri rile my, mo, ..., msyso. Stiind ca my, mo, ..., M3s9

sunt invers proportionale m!% le1-2,2-3,...,359-360sica:
J’_

359 o

@ > ...+m359—%-250,
determinati unghiu@ aror masuri se exprima prin numere naturale.
** % (S:E13.58)
6. Fie «t40D &AOD) = 98° 51 (OB, (OC semidrepte incluse in interiorul «40D,
(OC semi ta inclusa in interiorul «BOD astfel incat a - m(«4AOB) = ¢ - m(«BOC)
sib- ,@ = ¢ - m(«xCOD), unde a, b, c sunt numere prime care verifica relatia

3a Q5039 7c) = 195. Sa se afle m(x4OB), m(«BOC) si m(«COD).

Carmen Botea si Viorel Botea, Braila (S:E14.11)
asurile unghiurilor «x40B, «BOC, «COD, «DOE si «EOA sunt direct proportio-
Q ale cu cinci numere naturale consecutive, iar interioarele lor sunt disjuncte doua cate

m(«<40B) =—, demonstrati ca punctele 4, O, D sunt
m(«AO0B) +m(«COD) 5

doua. Stiind ca

coliniare.
Luca Tuta, Buzau (S:E15.18)
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8. Sa se determine masura unghiului «4OB, stiind ca raportul dintre complementul sdu

. < . - . . . 3x
si suplementul sau este egal cu cel mai mare numar rational exprimat de fractia T ,
abc

unde 3x este numar prim care divide abc .

Veronica Tuca, Alexandria (S:E15.93)
9. Fie semidreptele (OA4,, (OA4,, (OAs, ..., (OA,y, 1n aceasta ordine, astfel incat V
unghiurile «4,04,, €4,04;, ..., €«490A,y sunt suplementare si au masurile exprimate v
prin numere naturale consecutive. Sa se calculeze:

a) masurile unghiurilor
b) m(«MON), unde (OM este bisectoarea unghiului «430A44, iar (ON e t@c-
toarea unghiului €404 . }
Mirela-Adriana Matei, Turnu Magure e 15.99)
10. Fie unghiurile adiacente «40B si «BOC, iar [OM si [ON blseé)j nghlurllor

+AOB si «BOC. Se stie ca m(«MOC) = p° si m(«4AON) = ¢°, und sunt numere

prime apartinand multimii 4 = {x € N | x — 2 nu se divide ¢ atati ca [OB este

bisectoarea unghiului «40C.
George—F // an, Briila (S:E15.152)
11. Unghiurile «40B si «BOC sunt adiacente syp e si m(«x40B) = 150°. in
semiplanul opus semiplanului determinat de dre C si punctul B se iau semi-
dreptele [OD astfel incat m(«DOB) = 120°, [ gi incat m(«E£OC) =2 - m(xBOC)
si [OF astfel incat «FOD = «EOC. Calc Zsurile unghiurilor «EOB, «DOC si
+BOF.
Nzcolae Ivagchescu, Canada (S:E15.296)
12. Masurile a si b a doud un omplementare sunt direct proportionale cu

numerele prime p si g. Determm 1a si b stiind ca este numar prim.

r+tq

3 @ " o % (SIEL6.136)
@
s
S
al
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Capitolul IlI
CONGRUENTA TRIUNGHIURILOR

1. Aratati ca doua triunghiuri dreptunghice echivalente (au aceeasi arie) sunt congru-

ente daca si numai daca au ipotenuzele congruente.
** % (S:E14.172)

2. In exteriorul triunghiului oarecare 4BC se construiesc triunghiurile ACP si ABR;
astfel incat (CP) = (BR) si (BP) = (CR). Daca CP N BR = {S} demonstrati ca:
a) PR || CB: 0

b) ST L PR, unde {T} = BP ~ CR.
Mihaela Baltd, Bréﬂ@ 262)

3. Fie punctul P interior triunghiului ABC, astfel incat triunghiurile A ACP sunt
echivalente. Aratati ca dreapta AP trece prin mijlocul lui [BC].

QG) * (S:E16.183)
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INDICATII $I SOLUTII
ALGEBRA

Capitolul I. Multimi si divizibilitate

1. (S:E08.72) n=5"-11" si n are 15 divizori naturali:>(y+1)(x+l)=15 ) \)
m=2"-11° si m are 12 divizori naturali= (x+1)(z+1)=12 (2) v
Din (1) si 2) = (x+1)[(12,15)= (x+1)|3=x+1e{1,3} = x {0,2}. 0

Daci x=0= y=14 si m=11"" x

Daci x=2=y=4si z=3=n=5"11° si m=2*-11". &

2. (S:E08.74) n si n + 1 sunt numere consecutive, deci au paritati Cum singu-

rul numar prim par este 2, rezulti n = 2. Astfel, a =2° +3° +13°

3. (S:E08.78) Notam x exponentul lui 2 si y exponentul
factori primi a lui 4.

A contine: {%}zSO multipli de 2, { OO}J25 @pli de 2° si {%}:12

descompunerea in

multiplide 2° = x>50+25+12= x>87. ;’ )
A contine: [%} =20 multipli de 5, [10 multipli de 5% si nu contine multipli
de 5°=125= y=20+4= y=24 )
41
B=4".57 — g (22" .57 2 527 3)
()%
Din (1), 2) si 3)=(4,Bx= )

4. (S:E08.79) Fic a si
lui a la b. Din teor

oud numere, a > b, c si r catul, respectiv restul impartirii
artirii cu rest obtinem: a =bc+r,y <b=a=bc+r si cum

a-b=c=a= b+c=bc+r.

Cum 0<r<b c=>bc<bc+r<bc+b-1=bc<b+c<bc+b-1.

Din bc< b—c<O:>bc—b—c+1S1:>(b—1)(c—1)£1 si cum b si ¢
sunt turale obtinem situatiile:

=1, iar relatia b+ c <bc+b—1devine ¢ <c—1,imposibil.

? 1=0=c=1=r=1=>a=b+1=> orice pereche de forma (b,b+1),beN" este
utie a problemei.

II) b-1=c—-1=1=b=c=2=a=4,deci a=4si b=2 reprezintd, de asemenea, o
Q solutie a problemei.

5. (S:E08.111) A =2%" .57 1 280 = 4 =2%".5"".5° 1280 = 4 =10""".125+280

= A4=125 00..0 +280= 4 =125 00...0 280

4004 zerouri 4001 zerouri

a) Primele 5 cifre ale lui 4 sunt 12500, iar ultimele 5 cifre ale lui 4 sunt 00280.
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b) Ultima cifrd a lui 4 este 0= 4:2, 4:5, A:10. Ultimele doud cifre ale lui 4 sunt
80=> A:4. Suma cifrelor lui 4 este 1 +2+5+2+8=18=> 4:3, 4:9.

¢) A:5, dar, avand ultimele doud cifre 80, 4/5”* = A nu este patrat perfect.

6. (S:E08.112) 1la+6b=>5c|+5b=1la+11b=5b+5c=>11(a+b)=5(b+c) si cum
(1L,5)=1=5|(a+b) 1)

si 11](b+c) ) 9)
a, b, ¢ trei numere naturale=>cel putin doud dintre acestea au aceeasi pari

(principiul cutiei) = cel putin una dintre sumele a + b, b + ¢ sau ¢ + a este numa
deci este divizibil cu 2. 3)

Din (1), 2), (3) si (11,5,2) =1=11-5-2|(a+b)(b+c)(c +a) rezulti: &
110|(a+b)(b+c)(c+a).

7. (S:E08.113) a) Daca n=3k:4n+3:12k+3=3(4k+1):>(4@&> A:3.
Daca n=3k+1=2n+1=6k+3=3(2k+1)=(2n+1):3= 4§

Daca n=3k+2=Tn+1=21k+15=3(7k+5)= (Tn+1)3
Deci, A:3, pentru orice numar natural 7.

b)Dacan=8k+1:>7n+1=56k+8=8(7k+1)3$
P 2%, p

pentru orice numar natural », iar (3, 8) = 1 :@ ,
forma 8%k +1,k e N.

8. (S:E08.122) Solutia 1. n=36—[n,8] 4|n si 4|[n,8]:>4|n:>n:4m,
meN*:>4m+[4m,8]=36:>4m , ]=36|:4:>m+[m,2]=9(1)

Daca m ar fi numar par, atu?.ci ‘@ar fi numar par, deci membrul stang al relatiei (1)
ar fi par, iar membrul drept i . Imposibil!

Deci m este numar im ,2]=2msi relatia (1) devine m+2m=9=3m=9 =

()

:3.

1):8 = A4:8 sicum, dina) 4 : 3,

entru orice numar natural »n de

=>m=3=>n=12.
Solutia 2. Cum |[n.8] 51, din relatia n+[n,8] =36, rezultd imediat ca 4|n =
:>n:4k,ke$k+[4k,8]=36:>4k+4~[k,2]=36|:4:>k+[k,2]=9, de unde
evident k e par=[k,2]=2k=>k+2k=9=3k=9=k=3=>n=12.

258) Eliminand numerele pare si pe cele care au ultima cifra 5, produsul
=(1-3-7-9)-(11-13-17-19)-...-(1991-1993-1997 -1999) - (2001 - 2003 - 2007 ).

wta 1000 numere impare mai mici ca 2000, deci grupandu-le cate 4 obtinem 250
pe. Fiecare dintre primele 250 paranteze are ultima cifrd 9, iar ultima paranteza are
ultima cifrd 1, deci u(p) =u(9*") =1

Q 10. (S:E08.169) @ =2009 +2009° +...+2009*"" = a = (2008+ 1)+(2008+ 1)2 ..+

)2008

+(2008+1
= 2008 a.

— 2 2008 _
Sa=M,p +1+ Mg + 1"+ + M, +177 = a =M, +2008 =
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